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ระบบพลวัตวิยุตเชิงเสน้ 

Linear Discrete Dynamical System 
พิกุล ภูผาสุข 1 

 

บทคัดย่อ 
บทความน้ีได้นําเสนอการศึกษาเรื่องตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์ข้ันแนะนําด้วยระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้น ได้

อธิบายแนวคิด ให้นิยามและตัวอย่างปัญหาท่ีสามารถกําหนดด้วยระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นหน่ึงและสองตัวแปร 
พร้อมท้ังการแสดงพฤติกรรมของระบบด้วยกราฟท่ีแสดงพลวัตของจุดของตัวแปร ให้ตัวอย่างการลู่เข้า การลู่ออก 
รูปแบบต่าง ๆ กรณีท่ีมีพฤติกรรมเป็นคาบ รวมท้ังแสดงการวิเคราะห์เง่ือนไขท่ีทําให้ลู่เข้าและการคํานวณหาจุด
ลิมิตของระบบ จากการศึกษาในข้ันต้นพบว่า ระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นหน่ึงและสองตัวแปร ให้ลักษณะพฤติกรรม
ของระบบเชิงตัวแบบและนําไปสู่สมบัติเชิงวิเคราะห์ข้ันพ้ืนฐานท่ีครอบคลุมและน่าสนใจเป็นอย่างยิ่ง 

 

ABSTRACT 
This article presents an introductory study on Mathematical models by using the linear 

discrete dynamical systems. The basic principles, definitions and some problems modeled by 
the linear discrete dynamical systems of one and two variables are introduced, along with the 
illustrations of their dynamical behaviors by graph plotting of the variable points. The 
convergence, divergence and the periodic behaviors are discussed, including the analysis of 
conditions for convergence and how to calculate the limit points of the convergence systems. 
From this study, it is found that the linear discrete dynamical systems of one and two variables 
can give the model behaviors and lead to various interesting analytical properties. 
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บทนํา 
ตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์ (mathematical models) เป็นหัวข้อท่ีสําคัญมากในการเรียนการสอนและการ

ทําวิจัยทางด้านคณิตศาสตร์ สิ่งท่ีเราเรียนในช้ันเรียนคณิตศาสตร์ระดับประถมศึกษา มัธยมศึกษา ไปจนถึง
ระดับอุดมศึกษา ประกอบไปด้วยโครงสร้างพ้ืนฐานคณิตศาสตร์จํานวนมาก เช่น ระบบเซต ระบบตรรกศาสตร์ 
ระบบจํานวน ความสัมพันธ์ ฟังก์ชัน เวกเตอร์ และเมทริกซ์ รวมท้ังหลักการหรือสมบัติพ้ืนฐานท่ีเก่ียวข้องกับ
โครงสร้างน้ัน ๆ จากโครงสร้างพ้ืนฐานเหล่าน้ี สามารถนํามาประกอบกันเข้ากลายเป็นโครงสร้างท่ีซับซ้อนมาก
ยิ่งข้ึน เช่น จากสมการเป็นระบบสมการ จากท่ีมีตัวแปรท่ีเก่ียวข้องเพียงตัวแปรเดียว เป็นท่ีมีหลายตัวแปร ท้ังน้ี
เพ่ือท่ีจะสามารถทําให้เกิดโครงสร้างท่ีนําไปใช้อธิบาย กําหนดหรือเป็นตัวแบบของปัญหาท่ีเรากําลังสนใจ ดังน้ัน
แนวคิดของตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์จึงซ่อนอยู่เบ้ืองหลังการศึกษาทางคณิตศาสตร์ในทุกเรื่องและทุกระดับ โดยท่ี
อาจจะไม่ได้ตระหนักหรือรู้ตัว เน้ือหาวิชาตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์ไม่ได้ปรากฏอย่างเป็นรูปธรรมในการเรียนการ
สอนคณิตศาสตร์ระดับพ้ืนฐาน หรือแม้แต่ในระดับอุดมศึกษาของบ้านเรา ซึ่งเน้ือหาวิชาตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์
มักจะเน้นไปทางด้านการแก้ปัญหาสมการเชิงอนุพันธ์ (differential equations) หรือปัญหาทางด้าน
วิศวกรรมศาสตร์ แต่อย่างไรก็ตามในช่วงไม่ก่ีปีท่ีผ่านมาน้ี ได้มีแนวทางในการเรียนการสอนวิชาตัวแบบเชิง
คณิตศาสตร์ท่ีเป็นรูปธรรมมากข้ึน โดยใช้โครงสร้างคณิตศาสตร์ท่ีเรียกว่า ระบบพลวัต (dynamical systems) 
บทความน้ีจึงมีความมุ่งหมายท่ีจะแนะนําระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้น (linear discrete dynamical system) ซึ่ง
สามารถใช้ในการเรียนการสอนวิชาตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์ (รวมท้ังการทําวิจัยหรือโครงงานคณิตศาสตร์) ได้เป็น
อย่างด ี

 

ระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นหนึ่งตัวแปร 
ปัญหาท่ีสนใจจะถูกกําหนดด้วยพฤติกรรมของตัวแปรหน่ึงตัว ซึ่งตัวแปรจะมีค่าแปรเปลี่ยนไปได้ข้ึนอยู่กับ

ช่วงเวลาท่ีเราเก็บข้อมูล หรือทําการวัดค่าของตัวแปรดังกล่าว ณ จุดเวลาต่าง ๆ จึงทําให้เกิดตัวแปรท่ีสามารถ
พิจารณาเป็นค่าฟังก์ชัน f  ของเวลา เมื่อกําหนดช่วงเวลาเท่า ๆ กัน ณ จุดเวลาท่ี n  จะให้ค่าตัวแปรซึ่งกําหนด
เป็น ( )

n
x f n=  และทําให้ได้ลําดับ 

n
x  โดยท่ี 0,1,2,...n =  ในกรณีท่ีพฤติกรรมของระบบเป็นเชิงเส้น 

กล่าวคือ ค่า 
n

x  กับค่า 
1n

x −  มีสัดส่วนคงท่ีและไม่เป็นศูนย์ (อาจจะต้องเลื่อนค่าของข้อมูลด้วยค่าคงท่ี) จะได้
สมการหรือความสัมพันธ์ 

1

n

n

x c
a

x c−

−
=

−
 

โดยท่ี a  และ c  เป็นค่าคงท่ีจํานวนจริง และได้ว่า 

1n n
x ax b−= +  

โดยท่ี b c ac= −  เมื่อใช้ร่วมกับค่าเริ่มต้น 
0

x  ก็จะให้ค่า 
n

x  ต่าง ๆ ได้ โดยการคํานวณซ้ําแบบเวียนเกิด 
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บทนิยามของระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นหนึ่งตัวแปร 
เรียกระบบท่ีกําหนดด้วยลาํดับ 

n
x  มีค่าเริม่ต้น 

0
x  และความสัมพันธ์เวียนเกิด 

1n n
x ax b−= + ว่า 

ระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นหน่ึงตัวแปร (Marotto, 2006) 
ตัวอย่างต่อไปน้ีเป็นปัญหาท่ีกําหนดด้วยระบบพลวัตเชิงเส้นหน่ึงตัวแปร 
ตัวอย่างท่ี 1 ถ้าฝากเงินในธนาคารด้วยเงินต้น 1,000  บาท อัตราดอกเบ้ียทบต้น 10%  ต่อปี ให้ 

n
a  เป็นจํานวน

เงิน (บาท) ในบัญชี เมื่อสิ้นปีท่ี n  ซึ่งสามารถเขียนระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นได้เป็น 
1

1.1 , 1
n n

a a n−= ≥  โดยท่ี 

0
1,000a =   

ตัวอย่างท่ี 2 ผู้ป่วยคนหน่ึงต้องได้รับยาปฏิชีวนะทุกวัน วันละ 1 มิลลิกรัม ในแต่ละวันร่างกายของผู้ป่วยสามารถ

ขับยาออกจากกระแสเลือดได้ 1

3
 เท่าของปริมาณยาท่ีมีอยู่ในกระแสเลือด ณ วันน้ัน ให้ 

n
d  เป็นปริมาณของยา 

(มิลลิกรัม) ในกระแสเลือดของผู้ป่วยหลังวันท่ี n จะได้ระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นคือ 1

2
1 , 1

3
n nd d n−= + ≥ โดยท่ี 

0
1d =  (Sandefur, 2003) 

 

การแสดงพฤติกรรมของระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นหนึ่งตัวแปรด้วยกราฟ 
เน่ืองจากระบบถูกกําหนดด้วยลําดับ 

n
x  และลําดับเป็นฟังก์ชัน จึงสามารถเขียนกราฟเพ่ือแสดงหรือช่วย

ในการพิจารณาพฤติกรรมของระบบได้ เราจะให้ตัวอย่างของระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นหน่ึงตัวแปรในรูปแบบต่าง ๆ 
พร้อมท้ังแสดงลักษณะของกราฟต่าง ๆ ท่ีเป็นไปได ้จากตัวอย่างท่ี 1 และตัวอย่างท่ี 2 จะได้กราฟดังรูปท่ี 1(a) และ 
1(b) ตามลําดับ 

   
              (a) 

1 0
1.1 , 1000

n n
a a a−= =                               (b) 

1 0
2 / 3 1, 1

n n
d d d−= + =  

รูปท่ี 1 กราฟแสดงพฤติกรรมของระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นของตัวอยา่งท่ี 1 และ 2 
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ตัวอย่างของกราฟรูปแบบอ่ืน ๆ ท่ีเป็นไปได้ แสดงดังรูปท่ี 2-4 

   
                (a) 

1 0
2 0.1, 0.5

n n
x x x−= − = −                           (b) 

1 0
1.5 0.5, 2

n n
x x x−= − =  

รูปท่ี 2 กราฟแสดงพฤติกรรมการลู่ออกแบบทางเดียวของตัวแปรของระบบ 
1n n

x ax b−= +  

   
               (a) 

1 0
0.8 2, 0.3

n n
x x x−= + =

 
                            (b) 

1 0
0.8 2, 2

n n
x x x−= − =  

รูปท่ี 3 กราฟแสดงพฤติกรรมการลู่เข้าแบบทางเดยีวของตัวแปรของระบบ 
1n n

x ax b−= +  

   
              (a) 

1 0
0.8 9, 0.3

n n
x x x−= − + =                          (b) 

1 0
1.2 2, 0.3

n n
x x x−= − + =  

รูปท่ี 4 กราฟแสดงพฤติกรรมการลู่เข้า (a) และลู่ออก (b) แบบกวัดแกว่งของตัวแปรของระบบ
1n n

x ax b−= +  
 



806  KKU Science Journal Volume 40 Number 3 Review 

 

การวิเคราะห์ระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นหนึ่งตัวแปรด้วยเทคนิคการคล่ี 
จากระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นหน่ึงตัวแปรท่ีกําหนดด้วยลําดับ 

n
x  มีค่าเริ่มต้น 

0
x  และความสัมพันธ์เวียน

เกิด 
1n n

x ax b−= +  สามารถทําการคลี่หรือแทนค่าย้อนกลับไปยังค่าเริ่มต้น 
0

x  ได้ดังน้ี 

1

2

2 2

2 3 2

3 3

1 2

0

0

0

( )

( )

( ... 1)

1
( ) , 1

1

, 1

n n

n n

n n

n n n

n
n

x ax b

a ax b b a x ba b

a ax b ba b a x ba ba b

a x b a a a

a
a x b a

a

x bn a

−

− −

− −

− −

= +

= + + = + +

= + + + = + + +

= + + + + +

 −
+ ≠

= −
 + =

�
 

ซึ่งใช้สมบัติพ้ืนฐานของอนุกรมเรขาคณิต เพ่ือหาค่าผลบวกของ 

2 1
1 ...

n
a a a

−+ + + +  

ในกรณีท่ี | | 1a <  จะได้ว่า n
a  ลู่เข้าสู่ 0  เมื่อ n  มีค่ามาก และทําให้ได้ว่า  2 1

1 ...
n

a a a
−+ + + +  ลู่เข้าสู ่

1

1 a−
 ดังน้ันจะสามารถหาลิมิตของ 

n
x ได้ และได้ว่า 

n
x  ลู่เข้าสู่ 

1

b

a−
 ดังตัวอย่างกราฟในรูปท่ี 1(b) 3(a)-(b) 

และ 4(a) ส่วนในกรณี | | 1a >  จะได้ว่า 
n

x  ลู่ออก เมื่อ n  มีค่ามาก ดังตัวอย่างกราฟในรูปท่ี 1(a) 2(a)-(b) และ 
4(b) เมื่อพิจารณาเครื่องหมายของ a  จะได้ว่าเมื่อค่า 0a >  ลักษณะกราฟจะเป็นแบบทางเดียว ในขณะท่ีถ้า 

0a <  ลักษณะกราฟจะเป็นแบบกวัดแกว่ง 
 

ระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นสองตัวแปร 
เมื่อปัญหาท่ีสนใจมีความซับซ้อนมากข้ึน โดยปัญหาถูกกําหนดด้วยพฤติกรรมของตัวแปร 2 ตัว ท่ีมีความ

เก่ียวข้องกันและมีค่าแปรเปลี่ยนไปข้ึนอยู่กับช่วงเวลาท่ีพิจารณา น่ันคือ ณ จุดเวลาท่ี n  จะให้ค่าตัวแปร 
n

x  และ 

n
y  และทําให้ได้ลําดับ ( , )

n n n
X x y=  โดยท่ี 0,1,2,...n = เน่ืองจากระบบมีตัวแปร 2 ตัว ดังน้ันเมื่อพฤติกรรม

ของระบบเป็นเชิงเส้น จะทําให้ไดร้ะบบสมการ 

1n n
X AX B−= +  

เมื่อ A  เป็นเมทริกซ์ขนาด 2 2×  ค่าสัมประสิทธ์ิของตัวแปร และ B  เป็นเวกเตอร์ค่าคงตัว ซึ่งถ้ากําหนดค่า
เริ่มต้น 

0
X  ก็จะสามารถหาค่า 

n
X  ได้โดยการคํานวณซ้ําแบบเวียนเกิด 
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บทนิยามของระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นสองตัวแปร 
เรียกระบบท่ีกําหนดด้วยลําดับ ( , )

n n n
X x y=   มีค่าเริ่มต้น 

0 0 0
( , )X x y=  และความสัมพันธ์เวียน

เกิด 
1n n

X AX B−= +  โดยท่ี A  เป็นเมทริกซ์ขนาด 2 2×  และ B  เป็นเวกเตอร์ขนาด 2 1×  ว่า ระบบพลวัต
วิยุตเชิงเส้นสองตัวแปร (Marotto, 2006) 
ตัวอย่างต่อไปน้ีเป็นปัญหาท่ีกําหนดด้วยระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นสองตัวแปร 
ตัวอย่างท่ี 3 วิตามินเอถูกดูดซึมเข้าสู่ตับและพลาสมา ถ้าในแต่ละวัน 30%  ของวิตามินเอในพลาสมาถูกดูดซึมเข้า
สู่ตับ และ อีก 40% ถูกขับออกจากร่างกาย ในขณะท่ี 1%  ของวิตามินเอในตับถูกดูดซึมกลับเข้าสู่พลาสมา และ
อีก 10%  ถูกขับออกจากร่างกาย ถ้าสมมติว่าคนเรารับวิตามินเอเข้าสู่ร่างกายวันละ 1 มิลลิกรัม ซึ่งจะถูกดูดซึมเข้า
สู่พลาสมาโดยตรง ให้ 

n
x  และ 

n
y  เป็นปริมาณ (มิลลิกรัม) ของวิตามินเอในพลาสมาและตับในวันท่ี n  

ตามลําดับ จะไดต้ัวแบบของระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นดังน้ี 

1 1

1 1

0.3 0.01 1

0.3 0.89

n n n

n n n

x x y

y x y

− −

− −

= + +

= +
 

ซึ่งสามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบ 
1n n

X AX B−= + ไดเ้ป็น 

1

1

0.3 0.01 1

0.3 0.89 0

n n

n n

x x

y y

−

−

      
= +      
      

 

เมื่อ 

0.3 0.01 1
, ,

0.3 0.89 0

n

n

n

x
X A B

y

     
= = =     

    
 

 

การแสดงพฤติกรรมของระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นสองตัวแปรด้วยกราฟ 
เน่ืองจากกําหนดระบบด้วยลําดับ ( , )

n n n
X x y=  และลําดับเป็นฟังก์ชัน จึงสามารถเขียนกราฟเพ่ือช่วย

ในการพิจารณาพฤติกรรมของระบบได้ในทํานองเดียวกันกับระบบพลวัตเชิงเส้นหน่ึงตัวแปร แตกต่างกันท่ีในกราฟ
ท่ีแสดงค่าของตัวแปรของระบบพลวัตเชิงเส้นสองตัวแปร แต่ละจุดคือคู่อันดับ ( , )

n n
x y  เมื่อ 0,1,2,...n =  ซึ่ง

กราฟของตัวอย่างท่ี 3 เมื่อ
0 0

( , ) (1,4)x y =  แสดงในรูปท่ี 5 โดยให้แกนแนวนอนแสดงค่า n
x  และแกนแนวตั้ง

แสดงค่า 
n

y  
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รูปท่ี 5 กราฟแสดงพฤติกรรมของระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นของตัวอยา่งท่ี 3 
 

ตัวอย่างของกราฟรูปแบบอ่ืน ๆ ท่ีเป็นไปได้ แสดงดังรูปท่ี 6-7 
 

                                                                                                                           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

รูปท่ี 6 กราฟแสดงพฤติกรรมการลู่เข้า (a) และลู่ออก (b) ของตัวแปรของระบบ 
1n n

X AX B−= +  

 

 

 

 

 

 

 

 
 

1 1

1 1

0 0

0.8 0.7 3

0.7 0.9 0.3

3, 4

n n n

n n n

x x y

y x y

x y

− −

− −

= + +

= − + +

= =  

(b) 

 

0
X

1
X

2
X 3

X
4

X
5

X

�

1 1

1 1

0 0

0.2 0.5 0.2

0.4 0.4 1.6

6, 4

n n n

n n n

x x y

y x y

x y

− −

− −

= + −

= − + +

= =  

(a) 
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รูปท่ี 7 กราฟแสดงพฤติกรรมการเป็นวัฏจักรของตัวแปรของระบบ 
1n n

X AX B−= +  

 

การวิเคราะห์ระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นสองตัวแปรด้วยเทคนิคการคล่ี 
จากระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นสองตัวแปรท่ีกําหนดด้วยลําดับ ( , )

n n n
X x y=  มีค่าเริม่ต้น 

0 0 0
( , )X x y=  และความสัมพันธ์เวียนเกิด 1n n

X AX B−= +   โดยพีชคณิตของเมทริกซเ์ราสามารถทําการคลี่
หรือแทนค่าย้อนกลับไปยังค่าเริ่มต้น 

0
X  ได้ในทํานองเดียวกันกับระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นหน่ึงตัวแปรดังน้ี 

1

2

2 2

2 3 2

3 3

1 2

0

( )

( )

( ... )

n n

n n

n n

n n n

X AX B

A AX B B A X AB B

A AX B AB B A X A B AB B

A X A A A I B

−

− −

− −

− −

= +

= + + = + +

= + + + = + + +

= + + + + +

�

 

ซึ่งจะใช้สมบัติทางเมทริกซ์เพ่ือหาค่าของผลบวก 

2 1
...

n
I A A A

−+ + + +  

ในกรณีท่ี || || 1A <  (เมื่อ || ||A คือค่าประจําของเมทริกซ ์(matrix norm)) จะได้ว่า n
A  ลู่เข้าสู่เมทริกซ์

ศูนย์ และทําให้ได้ว่า 2 1
...

n
I A A A

−+ + + +  ลู่เข้าสู่เมทริกซ์ผกผันของ I A−  ดังน้ันจะสามารถหาลิมิตของ 

n
X  ได้ และได้ว่า 

n
X  ลู่เข้าสู่ 1

( )I A B−−  (Datta, 1995) การหาค่าประจําของเมทริกซ์สามารถทําได้ 2 แบบ 
โดยสําหรับเมทริกซ ์

ij m m
A a

×
 =    

11 12 1 21 22 2 1 2
|| || max{| | | | ... | |,| | | | ... | |,...,| | | | ... | |}

r m m m m mm
A a a a a a a a a a= + + + + + + + + +  

และ 

 

1 1

1 1

0 0

1.2 0.4 4.2

0.4 0.7 4.4

0, 6

n n n

n n n

x x y

y x y

x y

− −

− −

= + −

= − + +

= =  

(a) 

 

1 1

1 1

0 0

3 2 10

5 3 27

0, 2

n n n

n n n

x x y

y x y

x y

− −

− −

= − −

= − −

= = −

(b) 
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11 21 1 12 22 2 1 2
|| || max{| | | | ... | |,| | | | ... | |,...,| | | | ... | |}

c m m m m mm
A a a a a a a a a a= + + + + + + + + +  

จะเห็นว่า || ||
r

A  คือผลบวกค่าสัมบูรณ์ของสมาชิกตามแถวมากสุด ในขณะท่ี || ||
c

A  คือผลบวกค่า
สัมบูรณ์ของสมาชิกตามสดมภ์มากสุด ในการพิจารณาว่า || || 1A <  หรือไม่ จึงเพียงพอท่ีจะแสดงว่า || || 1

r
A <  

หรือ || || 1
c

A <  

ตัวอย่างท่ี 4 กําหนดให้ 
0.5 0.4

0.2 0.6
A

− 
=  
 

 จะได้ว่า || || max{| 0.5 | | 0.4 |,| 0.2 | | 0.6 |} 0.9
r

A = + − + =  

และ || || max{| 0.5 | | 0.2 |,| 0.4 | | 0.6 |} 1.0
c

A = + − + =  เน่ืองจาก || || 1
r

A <  จึงเพียงพอท่ีจะทําให้ n
A  ลู่

เข้าสู่เมทริกซ์ศูนย์ ดังจะเห็นได้จากตัวอย่างการคํานวณต่อไปน้ี 

2
0.17 0.44

0.22 0.28
A

− 
=  
 

  ,   
5

0.07355 0.09164

0.04582 0.05064
A

− − 
=  − 

  ,  
10

0.0012107 0.0113808

0.0056904 0.0016345
A

 
=  − − 

 

 

20
0.0000633 0.0000048

0.0000024 0.0000621
A

− − 
=  − 

  ,  
30

0.0000000 0.0000007

0.0000004 0.0000001
A

− 
=  
 

 ,  �  

 

สําหรับระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นตั้งแต่สามตัวแปรข้ึนไป สามารถพิจารณาและวิเคราะห์ได้ในทํานอง
เดียวกันกับระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นสองตัวแปร 
 

ตัวอย่างการประยุกต์ใช้งาน 
พิจารณาระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นหน่ึงตัวแปรของปัญหาต่อไปน้ี 
ผู้ป่วยคนหน่ึงเข้ารับการรักษาโรคร้ายแรงชนิดหน่ึงซึ่งจะต้องได้รับยาปฏิชีวนะทุกวัน วันละครั้ง ในแต่ละ

วันร่างกายของผู้ป่วยสามารถขับยาออกจากร่างกายได้ 1/ 3  เท่าของปริมาณยาท่ีมีอยู่ในกระแสเลือด ณ วันน้ัน 
เพ่ือให้การรักษามีประสิทธิภาพ ผู้ป่วยจะต้องมีปริมาณยาสะสมในร่างกายประมาณ 5 มิลลิกรัม ดังน้ันแพทย์ควร
จะให้ยากับผู้ป่วยวันละเท่าไร และจะต้องให้ยาติดต่อกันก่ีวัน จึงจะได้ปริมาณยาสะสมในร่างกายใกล้เคียงกับ
ปริมาณท่ีต้องการดังกล่าว 

จากปัญหาน้ีสามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบของระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นหน่ึงตัวแปรได้ โดยให้ 
n

x  เป็น
ปริมาณของยา (มิลลิกรัม) ในร่างกายของผู้ป่วยในวันท่ี n  และให้ b  เป็นปริมาณยา (มิลลิกรัม) ท่ีต้องให้กับผู้ป่วย

ในแต่ละวัน ซึ่งเขียนระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นได้เป็น 1

2

3
n nx x b−= +  จะเห็นว่า 2

1
3
<  ดังน้ัน 

n
x  ลู่เข้าสู ่

3
1 2 / 3

b
b=

−
 เน่ืองจากต้องการให้มีปรมิาณยาสะสมในร่างกายผู้ป่วยประมาณ 5 มิลลิกรัม น่ันคือ 

n
x  ลู่เข้าสู่ 5 

จะได้ว่า 5
1.67

3
b = ≈  น่ันคือ จะต้องให้ยากับผู้ป่วยวันละ 1.67  มิลลิกรัม ติดต่อกัน 15 วัน โดย 

15
4.999x =  

ใกล้เคียงค่าท่ีต้องการมากท่ีสุด ซึ่งปริมาณยาท่ีสะสมในร่างกายในแต่ละวันสามารถพิจารณาได้จากตารางท่ี 1 
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ตารางท่ี 1 แสดงค่าของตัวแปรของตัวแบบ 1

2
1.67 , 2

3
n nx x n−= + ≥  โดยท่ี 

1
1.67x =  

วันท่ี n  ปริมาณยาสะสมในร่างกาย 
n

x  

(มิลลิกรัม) 

วันท่ี n  ปริมาณยาสะสมในร่างกาย 
n

x  

(มิลลิกรัม) 

1 1.670 9 4.880 
2 2.783 10 4.923 
3 3.526 11 4.952 
4 4.020 12 4.971 
5 4.350 13 4.984 
6 4.570 14 4.993 
7 4.717 15 4.999 
8 4.815 16 5.002 

 

สําหรับการประยุกต์ใช้งานระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นสองตัวแปร สามารถพิจารณาได้จากตัวอย่างท่ี 3 ซึ่งมี
ระบบสมการ 

1n n
X AX B−= +  ดังน้ี 

1

1

0.3 0.01 1

0.3 0.89 0

n n

n n

x x

y y

−

−

      
= +      
      

 

เมื่อ 

0.3 0.01 1
, ,

0.3 0.89 0

n

n

n

x
X A B

y

     
= = =     

    
 

เ น่ื อ ง จ า ก  || || max{| 0.3 | | 0.3 |,| 0.01| | 0.89 |} 0.9 1
c

A = + + = <  ดั ง น้ั น  
n

X  ลู่ เ ข้ า สู่ 

1
1.487

( )
4.054

I A B
−  

− =  
 

 น่ันคือเมื่อเรารับวิตามินเอเข้าสู่ร่างกายวันละ 1 มิลลิกรัมต่อเน่ืองกันเป็นระยะเวลานาน 

ปริมาณของวิตามินเอจะสะสมในพลาสมาและตับเป็น 1.487  และ 4.054  มิลลิกรัม ตามลําดับ 
 

สรุป 
บทความน้ีได้แนะนําระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้น ซึ่งเป็นตัวแบบท่ีได้จากปัญหาต่าง ๆ ในชีวิตประจําวันของ

เรา โดยพฤติกรรมของระบบมีลักษณะแตกต่างกันออกไป มีท้ังลู่เข้าและลู่ออก แบบทางเดียวและแบบกวัดแกว่ง 
การวิเคราะห์ระบบน้ันสามารถทําได้โดยใช้เทคนิคการคลี่ ซึ่งเป็นเทคนิคพ้ืนฐานท่ีสําคัญ รวมถึงใช้สมบัติของ
อนุกรมเรขาคณิตและเมทริกซ์มาช่วยในการพิจารณา นอกจากระบบพลวัตวิยุตเชิงเส้นท่ีได้กล่าวมาแล้ว ยังมปัีญหา
อีกจํานวนมากท่ีต้องกําหนดด้วยระบบพลวัตวิยุตไม่เชิงเส้น ซึ่งมีรูปแบบ พฤติกรรม และสมบัติท่ีแตกต่างและ
น่าสนใจ ซึ่งจะได้นําเสนอในโอกาสต่อไป 
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